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ЖУРНАЛ 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ и МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

Том 9 Сентябрь 1969 Октябрь № 5 

УДК 518:519.3 

ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ РЕГУЛЯРИЗАЦИИ 
ДЛЯ НЕПРЕРЫВНОГО ВЫПУКЛОГО ФУНКЦИОНАЛА 

Б. М. БУДАК, А. ВИШЬОЛИ, 10. Л. ГАПОНЕНЕО 

( Москва ) 

§ 1. Постановка задачи. Идея метода 

Пусть J(u) — непрерывный выпуклый функционал, заданный на не­
котором ограниченном, замкнутом выпуклом множестве U Н, Н — 
гильбертово пространство; J(u) достигает минимального значения 
«Г = inf J(u) на множестве U* ^ U элементов u е U, причем U* замк­

нуто, выпукло, ограничено и не пусто. В общем случае U* может состо­
ять более чем из одного элемента. В связи с этим минимизирующая J(u) 
на U последовательность {ип} может, вообще говоря, не сходиться сильно 
в норме Н. 

Такие экстремальные задачи, в которых минимизирующие последова­
тельности могут быть не сходящимися сильно, А. Н. Тихонов назвал не­
корректными. Для выделения сильно сходящейся минимизирующей по­
следовательности в таких задачах А. Н. Тихонов предложил метод 
регуляризации с помощью последовательности регулярк зирующих функ­
ционалов Ниже предлагается регуляризация такого рода задач с 
помощью последовательности множеств, в каждом из которых миними­
зирующая последовательность сходится сильно, причем на каждом из этих 
множеств функционал J(u) достигает наименьшего значения в единст­
венной граничной точке и последовательность этих точек сильно сходит­
ся к некоторой вполне определенной точке множества U*. 

Л е м м а 1. Если непрерывный выпуклый функционал J(u) достигает 
наименьшего значения в замкнутом выпуклом ограниченном множестве 
Uа в единственной точке иа*, причем эта точка лежит на границе Ua и 
1|иа*|| = sup = а, то произвольная минимизирующая J(u) на Ua по­

следовательность {ип} сходится сильно к иа*. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Последовательность {ип} ограничена по норме 

§ 2. Основные определения и леммы 

U&JOL 

II В п п = 1, 2 , . . . . 

Поэтому из нее можно выделить слабо сходящуюся подпоследовательность 
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{ищ. {ип}. Обозначим слабый предел {иП]} через й.В силу слабой 
замкнутости замкнутого выпуклого ограниченного множества Ua в гиль­
бертовом пространстве, й е £/ а. Непрерывный выпуклый функционал 
J (и) является слабо полунепрерывным снизу. Поэтому 

J(u)^. lim J(unk)= lim J(un) — J(ua*). 

В силу единственности точки минимума J(u) в 27а получаем й=.иа*. 
Итак, ипк-+иа* слабо при Л - ^ + о о . В силу слабой полунепрерывности 
снизу нормы элемента в Я и условий ||и а*|| = а, \\ип\\ ^ а имеем 

а = ' | | и а * Ц < lim \\unk\\ < lim | | u n J | < а, 

откуда следует, что \\иПк\\ ||иа*11 при / с - ^ + о о . Но из слабой сходимо­
сти ипк к иа* и сходимости нормы | | » n j | к ||иа*Н вытекает сильная схо­
димость u n ? f к в а *. Тот факт, что вся последовательность {u n} сходится 
к и а*, легко доказывается от противного. Лемма 1 доказана. 

Обозначим через Я7[0, а] множество элементов и ё Я, удовлетворяю­
щих условию || и || ^ а, т. е. шар с центром в нуле и радиусом а в гиль­
бертовом пространстве Н. 

Не нарушая общности рассмотрений, можно считать, что и = О со­
держится в множестве U, на котором задан рассматриваемый функцио­
нал J(u), u^U. Этого всегда можно добиться «параллельным перено­
сом». Пусть sup ||u|| < й < - f o o . Тогда U лежит строго внутри шара 

Ш Е Е £7 

ZZ7[О, Щ. Обозначим через Ua выпуклое множество Ua = U Г) Ш[0Т а] 
при любом а, 0 ^ а ^ R. Положим 

/ ( а ) = inf / ' (и), 0 < а < R. 

Л е м м а 2. Функция / ( а ) есть непрерывная монотонно убывающая 
(не возрастающая) функция а на сегменте О ̂  а ^ R. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Монотонное убывание (не возрастание) / ( а ) на 
этом сегменте очевидно. Докажем, что / ( а ) непрерывна слева при 0 < 
< а ^ й и справа при 0 ^ а < R. 

1. Предположим, что / ( а ) имеет разрыв слева в точке а, 0 < & ^ R. 
Это означает, что существуют такие 6о > 0, 8 о > 0, что для любого а 
из интервала (а — бо, а) справедливо 

/ ( а ) - / ( а ) > ео. (*) 

Пусть J(u) достигает своего минимума на Ua в точке и. Возможны два 
случая: 1) ||й|| = а — Да, Да > 0; 2) ||й|| = а. В первом случае в силу 
невозрастания / ( а ) получаем противоречие с соотношением (*). Во вто­
ром случае построим последовательность элементов: 

а п — 
ип = — и, ап е (а — бо, а ) , а п а при п->- + о о ; 

д л я н е е J(ип) ^> f(an) > / ( а ) + е 0 = / ( и ) + е 0. (**) 
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С другой стороны, ип-+ и. Неравенство (**) противоречит непрерывно­
сти функционала J(u). 

2. Предположим, что / ( а ) имеет разрыв справа в точке а, 0 ^ а <С R. 
Это означает, что существуют такие бо > 0, ео > 0, что для любого а 
из интервала ( а , а + бо) справедливо 

/ ( а ) — / (а ) > во. 

Рассмотрим последовательность { а п } , а п е (а, а + бо), а п ^ а при 
т г - > + о о . Пусть / (и ) достигает минимального значения на Са п в точке ип. 
Выделим из последовательности {ип} слабо сходящуюся подпоследова­
тельность {иПк}, Unk -+и0 слабо. Заметим, что щ е Z7c;, так как, во-пер­
вых, в силу слабой полунепрерывности снизу нормы имеем 
||»о11 ^ lira | | u n f t | | , во-вторых, UQ^U В силу слабой замкнутости U и 

/с—>+оо 

включения {u n f e } a U. С другой стороны, в силу слабой полунепрерывно­
сти снизу для J(u) получаем 

J(u>o) ^ Ига J{unk) ^ / ( a ) — е 0 , 

где ио е а / ( a ) = inf / ( и ) . 

Полученное противоречие завершает доказательстао непрерывности 
функции /(a)- на отрезке [0, R]. Лемма 2 доказана. 

Обозначим через и * ^ элемент, удовлетворяющий условиям: 

1) иШт^и\ 2) ||z4inll = inf ||u||. Такой элемент существует и един­
и ц е * 

ствен в силу того, что множество U* замкнуто выпукло, ограничено и 
непусто. 

В силу непрерывности и монотонности / ( а ) на [0, R] существует та­
кая точка а*, 0 ^ а* < R, что при всех а, 0 ^ а < а* (если таковые 
существуют), / ( а ) > / ( а * ) = /* и при всех а, а* ^ а ^ Л, / ( а ) = 
= /(а*) = / * , /* = inf / ( а ) . График / ( а ) представлен на фит. 1. 

[ 0 , Н ] 
Л е м м а 3. На множестве Ua при 0 ^ a ^ а* функционал J(u) до­

стигает минимума inf J (и) = / ( а ) в единственной точке иа* ^Ua, причем 

иа* принадлежит той части границы Ua, которая лежит на поверхности 
шара Д7(0, а ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, | |u* m i n || = а*, где u ^ i n — наимень­
ший по норме элемент из U* ̂  U. На множестве Ua* функционал J(u) 
достигает наименьшего значения 

/* = inf J(u) = inf J(u) 

в единственной точке u ^ i n , причем лежащей на границе Ua* и границе 
шара Д7[0, а*]. Пусть теперь 0 ^ а < а*. Предположим, что J(u) дости­
гает минимума на Ua в точке u a*, лежащей внутри Ш[0, а]. Соеди­
ним ТОЧКУ Ua* E f / a 9 Ua* ПрЯМОЛИНОЙНЫМ ОТреЗКОМ С U*mln <= Ua*', ОН 

целиком содержится в Ua* в силу выпуклости Z7a*. На этом отрезке есть 



1 -J 

Об одном способе регуляризации 1049 

точка и = уиа* + (1 —- Y)^min> 0 < у < 1, лежащая на границе шара 
/17[0, а ] , а следовательно, и на границе Ua. В силу выпуклости функцио­
нала J(u) имеем 

/(Й) ^yJ(Ua) + (1 — y ) / ( u m i n ) . 
С другой стороны, 

/ ( u a * ) > / ( i 4 i n ) , т. е. / ( в ш ш ) = / К * ) - 8 , 6 > 0 . 
Следовательно, 

/ ( 5 ) < ? / ( в « # ) + (1 ~ v) [ / ( V ) - e ] = / ( l l a * ) - 6(4 - Y ) < / ( M a * ) , 

что противоречит определению ua*. Так, / (u ) может достигать наимень­
шего значения на Ua только в граничной точке С/а, лежащей на границе 
шараД7[0, о ] . 

f(*j 

Фиг. 1 

Допустим, что J(u) достигает наименьшего значения на Ua в каких-
либо двух различных граничных точках и\а* и u 2 a * множества Ua, лежа­
щих на границе шара Ш[0, а]. Так как Ua выпукло* а шар ZZ7[0, а] силь­
но выпуклый, то отрезок уи\а* + ( 1 — у)и2а*, 0 ^ у ^ 1» состоит из то­
чек С/а и его внутренние точки являются внутренними точками шара 
Ш[0, а ] . Возьмем какую-либо внутреннюю точку этого отрезка й = 
= y^ia* + ( 1 — у)и2а*, 0 < у < 1. В силу выпуклости функционала J(u) 
имеем J(u) ^ yJ{u\a*) + (1—y )J (u 2 c c *) = 3{и\а*), т. е. / ( в ) достигает 
минимума на С/а в некоторой внутренней точке шара Д7[0, а ] , что невоз­
можно по только что доказанному. Лемма 3 доказана. 

§ 3. Алгоритм регуляризации 

Рассмотрим теперь алгоритм регуляризации, позволяющий строить 
минимизирующую J(u) на U последовательность, сильно сходящуюся к 
и*т{п. Предлагаемый алгоритм существенно опирается на установленные 
свойства функции / (а ) (см. фиг. 1). Будем предполагать, что у нас есть 
метод, позволяющий решать экстремальную задачу для J(u) на ?7а, 0 ^ 
^ a ^ Д, со сколь угодно высокой точностью по функционалу, т. е. бу­
дем предполагать, что для любого г• > 0 наш метод позволяет построить 
элемент ие, а такой, что, во-первых, ие, а&а, а во-вторых, 

/ ( и 8 , а ) — inf / ( ю ) = 7 ( и е , а ) — / ( а ) < е. 

5 ЖВМ и МФ, № 5 
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Один из таких методов мы рассмотрим в § 4. Алгоритм регуляризации 
определяем следующим образом. 

Задаемся некоторой числовой монотонно убывающей последователь­
ностью { б г } , Z* = 1, 2, 3, . . . ; 8г > 0, 8 г ~ ^ 0 При + 0 0 . 

В качестве нулевого приближения берем нулевой элемент м0 = 0 и па­
раметр (Хо = 0. 

П е р в ы й ш а г . Рассмотрим серию множеств {Ua, у , k = 1, 2, 3, . . . г 

полученных в результате пересечения исходного множества U и серии 
концентрических шаров Л7[0, щ} и], к = 1 , 2 , 3 , . . . , где 

R — ao R 
«о,h = а 0 + ——— = — , к = 1,2, . . . (так как ао = 0) . 

Последовательно для к = 1, 2, 3, . . . решается экстремальная задача од­
новременно на двух множествах и U со все возрастающей точностью 
8^ . Это продолжается до тех пор, пока при некотором к\ получим, что най­
денное с точностью 8ft, минимальное значение функционала J(u) на мно­
жестве ищ^к1 более чем на е ,̂ превышает найденное с той же точностью' 
ей, минимальное значение функционала J(u) на исходном множестве 
Полученное соотношение позволяет заключить, что все элементы, мини­
мизирующие J(u) на U, лежат вне множества Uo,^^ 

В качестве первого приближения берем 

ui — u^kl, а 0 > kl, % — а 0 > k l — а 0 -t ^ - . 

После этого первый шаг считается законченным. 
В т о р о й ш а г . Рассмотрим серию множеств {Uauk}, к = 1, 2, 3, . . ... 

полученных в результате пересечения исходного множества U и сериш 
концентрических шаров ZZZ[0, щ, к = 1, 2, . . . , где 

R — ai _ . _ 
ai,fe = aiH ——, к = 1 , 2 , 

Последовательно для к = 1, 2, 3 , . . . решается экстремальная задача 
одновременно на двух множествах Ua^ и U со все возрастающей точ­
ностью S(fe1+fe). Это продолжается до тех пор, пока при некотором к2 полу­
чим, что найденное с точностью Ъ(кх+к2) минимальное значение функциона­
ла J(u) на множестве Uai к более чем на -щ^ы превышает найденное с 
той же точностью Щк1+к2) минимальное значение функционала J (и) на ис­
ходном множестве U. Полученное соотношение позволяет заключить, что 
все элементы, минимизирующие J(u) на U, лежат вне множества 
В качестве второго приближения берем 

л_ R -
 a i 

Щ = ищ1+к2» «1, v a 2 - <*i*, - аг -1 —^Г%— • 

Второй шаг окончен. 
п-й ш а г . Рассмотрим серию множеств {Uan_itk }, й — 1, 2, 3 , . . . , по­

лученных в результате пересечения исходного множества U и серии кон-̂  
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центрических шаров {ZZ7[0, an-i, и]}, к = 1, 2 , . . . , где 

R — an-i 7 Л 0 a n - i , Й = an-i Н , к = 1,2, , 

Последовательно для к — 1 , 2 , 3 , . . . решается экстремальная задача 
одновременно на двух множествах V{Хп_х k и U со все возрастающей 
точностью 8 n-i . Это продолжается до тех пор, пока при некото-

ром кп получим, что найденное с точностью г п минимальное значе-

ние функционала J (и) на множестве Ua k более чем на е п пре-

& 
вышает найденное с той же точностью е п минимальное значение 

функционала J (и) на исходном множестве U. Полученное соотношение 
позволяет заключить, что все элементы, минимизирующие J {и) на Uf 

лежат вне множества Ua k . 
' л 

В качестве тг-го приближения берем 
. . R — ocn-i 

Un — Ue п , U>n — Q>n-l, k = Q>n-1 -| —г . 

п-ж шаг окончен. И так далее. 
С помощью указанного алгоритма получаем две последовательности 

{ в п } , {ап}, п = 0, 1, 2, . . . . Обе эти последовательности непустые, так 
как всегда содержат нулевые приближения. Обе последовательности будут 
состоять из одного элемента в том случае, если функционал J(u) достига­
ет на нулевом приближений щ своего минимального значения на множен 
стве U. В противном случае обе последовательности будут состоять из 
бесконечного числа элементов, так как при выполнении п-то шага рас­
сматривается серия множеств {Uan-i J , к = 1, 2 , . . . , стягивающихся при 
А - > + о о к множеству Ua _ 1 ? на котором минимальное значение J(u) 
превышает inf / (и) на вполне определенную конечную величину. В силу 

Ш Е Е £7 
непрерывности функции 

/ ( а ) = inf7(u) , 0 ^ а ^ Я, 

и в силу все возрастающей точности вычисления минимального значе­
ния J(u) на множествах Uan~iik, к = 1, 2 , . . . , обязательно найдется та­
кое достаточно большое кп, при котором будут выполняться 

inf J(u) —inf / (и) ^> 2е п _ х 

5 * 
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Следовательно, найденные с точностью М И Ш [ м а л ь н ы е значения 

i=i 

функционала J(u) на этих множествах будут различаться более чем на 
еп-х _ 9 что и доказывает выполнимость тг-го шага общего алгоритма. 

i=i 
Заметим также, что последовательность { a n } , п = ' 1, 2 , . . . , будет стро­

го возрастающей последовательностью, оценивающей расстояние от нуле­
вого элемента до множества U* 
(см. фиг. 2) . 

Т е о р е м а 1. Построенные с 
помощью указанного алгоритма 
последовательности {ип}, {ап} об­
ладают следующими свойствами: 

1) а п - ^ а * - - 0 при 7 z - ^ - f - ° ° 7 
2) ип ->- u*min (сильно в метри­

ке Н) при п-+ -f-oo. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. По­

следовательность {а п } возрастает и 
Фиг. 2. р(0, £/*) = а* > а п , п = 4, 2, 3, ... ограничена ап ^ -а*, следователь­

но, ап ot ^ а*. Покажем, что 
а = а*. Предположим противное: 

а < а*. Возьмем произвольную точку ао G (а, а*). Положим ео = 
— /(-схо) — / (а*) , 8о > 0. Определим fti из условия sn, < у 2 8 о . Опре-
делим лг2 из условия «о — а > а — а П 2 . Положим тг3 = max(^i, тг2).. 

Заметим, что в силу монотонности последовательности {а п } справед­
ливо cto — а > а — а П з . Рассмотрим (пъ + 1)-й шаг. На этом шаге имеем 

^ 
= ctn3 -Ь — , е п, < V 2 8 o , ft = 1 , 2, 

i=i ^ 
Возможны два случая: а) (гсз + 1)-й шаг выполняется при а(П з+п ^ а о ; 
б) (п$ + 1)-й шаг выполняется при щПъ+\) < cto. В случае а) получаем 
противоречие с условием ап < а, п = 1, 2 , . . . . В случае б) заметим, что 
(яз + 1)-й шаг выполняется при а П з + 1 ^ ( & , ао). Действительно, как только 

точка а П з £ впервые попадает на интервал (а П з , «о), она обязательно попа­
дает также на интервал (а, ао) в силу того, что 

, - -Я — а П 8 _ ^ _ 
an3,fc = а-п'з Н тгь—, а 0 — а > а — а П з . 

С другой стороны, минимальное значение функционала J(u) на множе­
стве Ua„ вычисленное с точностью е П з < 72во. более чем на V260 

превысит минимальное значение функционала J(u) на множестве U, вы-
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численное с той же точностью е щ , в силу того, что 

3=1 

/ ( a n i > 1 F ) - / ( a * ) > / ( a o ) - / ( a * ) = e o . 

Следовательно, (газ + 1)-й шаг выполняется при a n 3 +i ^ (o t , cto), что про­
тиворечит условию ап <С a, п = 1, 2 , . . . . Итак, ап -> a = a*. 

2. Покажем, что для последовательности {ип} и множества £7а* выпол­
нены все условия леммы 1. Действительно, множество Ua* ограничено, 
замкнуто и выпукло; {ип}^ Ua* по построению. Функционал J(u) дости­
гает наименьшего значения на множестве Ua* в единственной точке u°min 

такой, что границе Ua* и \\u*min 11= sup | | » | |= а*. Наконец, после-

довательность {ип} является минимизирующей для J(u) на Ua*: 

\J(u)-J (umin) | < I / (ип) - f (о») I + I / (a^ - ' / (a*) I < 
< 8 n + | / ( a n ) — / ( а * ) | ^ > 0 при w ^ + oo, 

так как e n - > 0 при rc->- + o o по определению, [ / ( a n ) —/(«*) ] - > 0 при 

гг-> -f-oo в силу того, что a n - ^ a * при п-+- + о о , а функция / ( а ) непре­
рывна. Следовательно, в силу леммы 1, последовательность {ип} сходит­
ся сильно к и^ы. Теорема 1 доказана. 

§ 4. Об использовании метода условного градиента 
в общем алгоритме 

В качестве конкретного метода для решения экстремальной задачи на 
каждом шаге общего алгоритма может быть взят любой метод, позволя­
ющий решать экстремальную задачу с заданной точностью (по функцио­
налу). В частности, если функционал дифференцируем и его градиент 
удовлетворяет некоторым дополнительным требованиям (см., например, 
гз, 4 ] ^ т о может быть предложен метод условного градиента. Этот метод 
дает оценку 

J(v)-r^{l(v),v*^v), 
где /* = inf / ( У ) , ( ^ ( ^ ) , v — v)— линейный (по отношению к стоящей 

1>6=17А 

справа разности v — v) функционал, представляющий собой результат 
применения градиента 1(и) функционала J(v) в точке?; к разности v — v; 
va — решение линейной экстремальной задачи для (I(v), w) на Ua(w ^ 
е Ua). Ясно, что для эффективного применения метода условного гради­
ента нужно уметь находить va, т. е. уметь решать экстремальную задачу 
для линейного функционала (I(v), w) при w^Ua. Покажем, как можно 
находить va в следующем практически важном случае: 

Я = М 0 , Г], v(t) = {tf(t),...,v'(t))t 1 7 « ( « ) е ^ 2 [ 0 , ТЬ 
U = {\v{(t) | ^ 1 для всех t <=[0, Т] и всех i = 1, 2 , . . . , г}. 

В данном случае имеем следующую задачу. 
Найти такое y a Е Р а , чтобы г, 
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(I(v), va) = min (I{v), w), где Ua =. U ft Ш{0, a], U ~ { ] * ( * ) | < 1 , 

t [0, Г], « = 1 , 2 г}, ZZ7[0, a] = | |[i;||L

2

2r [ 0 , T ] = J ifi(t)dt ^ a4 . 
с 

В силу линейности функционал ( / ( У ) , И;) представим в виде 
т 

(I{v), w)= J y(t)w(t)dt, 

где i|) (£) — известная функция. 
Если, например, функционал J(u) имеет вид 

т . . 

J(u)= 5 *(*(*),»(*), О * + Ф ( * ( Л ) . 
О 

причем x(t) = f(x(t), u(t), t) при 0 ^ t ^ T, x(0) = x0) то функция t|)(£) 
находится как .решение сопряженной задачи Коши 

= - / * > ( * ) + «г*, T ^ t ^ о, = - с м * ( г ) ) 
(см., например, [ 4 ] ) . Не ограничивая общности, можно считать, что 
Цг|)|| = а. Введем обозначения 

wl(t)=sign[-y){t)], w2(t) = [-№)]. 

Определим элемент wa следующим образом: 
1 ) w"='Wu J | i 0 i ( * ) 4 K a ; 

2) w" = w2, k 2 * ( * ) K l » г = 1 , . . . , г , * £ = [ 0 , Г | . 
Если одновременно выполнены оба условия, то в качестве элемента wa(t) 
можно взять либо w\, либо w2. Если не выполнено ни одно из двух выше­
приведенных условий, то полагаем 

3) w*(t) = [-$7(t)l 
где $7(0 определяется следующим образом. Рассмотрим однонараметрй» 
ческое семейство функций {ipv(*)}i "V ^ 1» построенное по правилу 

* v ( * ) = - Y 4 > ( * ) -

Образуем семейство «срезанных» функций 

& (t) = l S i g n b { t ) l
 tEEVi= {t:\b(t)\>A}\ 

} 1 я М * Ь * e = | i 2 = { * : | г | ) 7 ( * ) 1 
Заметим, что [—$y'(t)]-+w\(t) при у - > + о о . Следовательно, 1|i|y(i) 

-4|M>I(0H> a П Р И у - > + ° ° , причем | | i M > H * M при у 2 > Уи Н*М < 
: < lli^i (*)П-

С другой стороны, | | ф у = 1 ' | | < 1 Ь | > - | | = а. Следовательно, существует, и 
притом единственное, у такое, что ||ф7(£) II = а. Именно это значение па­
раметра у используется для определения функции wa в третьем случае. 
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Т е о р е м а 2. Если функция wa(t) определена указанным выше спо­
собом, то справедливо равенство 

(I(v),wa)— min (I(v)w). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим последовательно три случая, воз­
можные при определении wa (t). 

' 1. wa(t) — w\(£), заметим, что, w\(t) удовлетворяет условию 

(I(v),w±) ±=min(I(v),w). 

Так как ^ а, то wx ^ Ua= U f\ Ш[0, а ] . С другой стороны, Ua ^ U, 
поэтому 

( / ( У ) , iVi) = mm(I(v),w). 

2. wa(t) = w2(t). Заметим, что w2(t) удовлетворяет условию 
(I(v),w2) = min (I(v),w).t 

адеПГ[0,а] 

С другой стороны, Ua S Ш[0, а ] . Поэтому если |и>2 г (* ) | ^ 1, t е [*о, T ] , 
г = 1, 2 , . . . , г, то w2 е Ua = U Л ZZ7[0, а] и, кроме того, 

(I(v), w2) = min ( / ( У ) , w). 

Ясно также, что если одновременно выполнены оба условия, то в каче­
стве минимизирующего элемента wa(t) может быть взят либо wu либо w2. 

3. wa(t) = —ip7 (t). Покажем, что для любого w е Z7a выполняется 
неравенство 

т. е. 

т т 
г |п^ а Л — ^-фюЛ < 0. 

о о 
Разобьем множество [0, Т] на три подмножества: 

[хо = {^:|г5«| = |мГ| = 1}, jLii = {t:\w*\=A, | и Г | < 1 } , 

Р2 = {*:|^al< 1}. 
Ясно, что можно ограничиться доказательством неравенства на множест­
ве pi U Р2. 

Ясно также, что в силу линейности функционала (I(v), w) можно ог­
раничиться рассмотрением только тех элементов w, для которых | |и; | |= а. 
Действительно, рассмотрим «линейный» функционал (T(v),w) = 
= (I(v), w) + С,где С = const определяется из условия (T(v), w) < 0 для 
любого w е Uа. Существование такой константы С следует из линейности 
функционала (I{v), w) и ограниченности множества Ua. Минимизирую­
щие элементы у функционалов (T(v), w) и (I{v), w) одинаковы. 
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Если ||и;|| < а, то найдется такое число у > 1, что \\yw\\ = а, причем 

(7(i;), Y^) = Y ( W , * ) < ( 7 ( i ; ) f ^ ) 

так как ( / ( У ) , н>) < 0, а у > 1. 
Полученное неравенство позволяет ограничиться рассмотрением толь­

ко тех элементов w, для которых II и; II = ее. Для удобства вычислений возь­
мем в качестве функции задающей линейный функционал, функ­
цию ty7(t): 

т т 

$ (О (t) dt - ^ ^ ( 0 ^ . = J *j? - )̂ Л + S Ь - ™)Л-
0 0 - i * . i p2 

В первом члене подынтегральная функция отрицательна, причем 
|Ф7(*) | > 1> поэтому 

•ф- (г^ а — w)dt <^ s i g n [я])-] (г^ а — w) dt =-= -— ̂  wc (wa — w) dt. 

В силу определения wa(t) имеем 

§ -ф- (t) (wa — w) dt = — § w a ( й ; а — w) dt, 
Р-2 ^ 2 

откуда получаем 
т т 

§ я|>-гг> dt — ^ ф-и; Л < — § ( ? > ) 2 Л 4- ^ waw dt < 

— ||г^аЦ2

т Г г ,. т 4- IIwa|L Г г ,, JlwL Г г I I 1 = 0, 
так как 

i«Ргл-̂ иы = N ™а r ^ r t i K i = a 2 - II ̂ a i w 
Теорема 2 доказана. 
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Переработанный вариант 16.01.1969 

Цитированная литература 

1. А. Н. Т и х о н о в . О методах регуляризации задач оптимального управления. 
Докл. АН СССР, 1965, 162, № 4, 763 -765 . 

2. А. Н. Т и х о н о в . Об устойчивости задачи оптимизации функционалов. Ж. вы­
числ. матем. и матем. физ., 1966, 6, № 4, 631—634. 

3. В . Ф. Д е м ь я н о в , А. М. Р у б и н о в . Минимизация гладкого выпуклого функ­
ционала на выпуклом множестве. Вестн. ЛГУ, 1964, вып. 19, 5 - 1 8 . 

4. Е. С. Л е в и т и н , Б . Т. П о л я к . Методы минимизации при наличии ограничений. 
Ж. вычисл. матем. и матем. физ., 1966, 6, № 5, 787—823. 


